Introduccion a la estadistica bayesiana:
Un enfoque aplicado

Practicamente en cualquier area del conocimiento el
investigador se enfrenta con la necesidad de analizar datos que
presentan vari-abilidad. Lo anterior, con diversos objetivos. Los
cuales van desde la simple descripcién del fendmeno real que
gener6 los resulta-dos, hasta la propuesta de modelos
matematicos que expliquen las relaciones de dependencia
existentes entre las variables invo-lucradas. La Estadistica
permite analizar y modelar variables que presentan
incertidumbre. En particular, el enfoque Bayesiano de la
Estadistica es una metodologia basada en un conjunto
de axiomas que permite realizar inferencias coherentes para
analizar variables que presentan variabilidad. En este taller, se
presentan los elementos esenciales de la metodologia
Bayesiana de la estadistica, se describe como plantear y
resolver  problemas estadisticos empleando teoria de
decisiones y se muestra cdmo se puede aplicar esta
metodologia al analisis de datos que pre-sentan variabilidad.
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1 Introduccion

e El Objetivo de la estadistica, y en particular de la estadistica Bayesiana, es proporcionar

una metodologia para analizar adecuadamente la informacion con la que se cuenta (andlisis de

datos) y decidir de manera razonable sobre la mejor forma de actuar (toma de decisiones)
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e La toma de decisiones es un aspecto primordial en la vida de cualquier persona, por ejemplo

— Un médico debe de tomar decisiones constantemente en un ambiente de incertidumbre.
* Decisiones sobre el diagndstico mas verosimil.

* La oportunidad de una intervencion quirurgica.

x El tratamiento més adecuado o la eficacia de un programa de inmunizacion.

e La metodologia estadistica clasica se puede ver como un conjunto de recetas que resultan
apropiadas en determinados casos y bajo ciertas condiciones.

e Sin embargo, existe una metodologia unificada y general que se deriva de analizar el

proceso logico que debe de seguirse para tomar una decisiéon (Teorfa de decision), y que incluye
como caso particular al conjunto de procedimientos clasicos.

e La estadistica estd basada en la teoria de probabilidades. Formalmente la probabilidad es

una funciéon de valor real que cumple con ciertas condiciones. En términos préacticos puede
entenderse como una medida o cuantificacién de la incertidumbre.

e Aunque la definicién de una medida de probabilidad es tnica, han existido (a lo largo de los
siglos) diversas interpretaciones o enfoques: cldsica, frecuentista, subjetiva, etc.



e Enfoque Clasico. Este enfoque considera que el fenémenos aleatorio produce resultados
(eventos) igualmente verosimiles (posibles) y establece como medida de probabilidad el cociente
entre los casos favorables y los casos totales:

P(A) = N(A)/N(Q)
e Enfoque Frecuentista. Este enfoque supone que el fenémeno o experimento aleatorio se

puede repetir un ntimero infinito de veces bajo condiciones similares y propone como medida
de probabilidad el limite de la proporcion de veces que ocurrié el evento de interés. Es decir:

e Enfoque Subjetivo. En este enfoque, la probabilidad es simplemente una medida asignada
por el decisor de la incertidumbre asociada a un evento. Es decir, es sélo un juicio personal
sobre la verosimilitud de la ocurrencia de cierto suceso o evento.

e La metodologia Bayesiana esta basada en la interpretacién subjetiva de la probabilidad y
tiene como punto central el Teorema de Bayes

observados.

Reverendo Tomas Bayes

(Londres, 1702-Tunbridge Wells, 1761)
Matematico britanico. Estudio el prob-
lema de la determinacién de la probabili-
dad de las causas a través de los efectos



2 La controversia frecuentista-Bayesiana

e Mientras la probabilidad ha sido tema de estudio por cientos de afios (muchos matematicos
son recordados por los consejos a los grandes ricos de cémo maximizar las ganancias en juegos

de azar).
e La estadistica es relativamente un campo joven:

— La regresién lineal aparece en el trabajo de Francis Galton a finales del siglo XIX.
— Con Karl Pearson se completa el siglo al incorporarse medidas de bondad de ajuste.

— El campo realmente florecié hasta los 1920s y 1930s, cuando R.A. Fisher desarroll6 la
nocién de verosimilitud para el problema de estimacion y, Jerzy Neyman y Egon Pearson,
las bases para las pruebas de hipétesis clasicas.

e La segunda Guerra Mundial propicié un desarrollo repentino y acelerado en la investigacion
estadistica.

— Lo cual gener6 una amplia variedad de complejos problemas aplicados y la creacion de las
primeras fundaciones gubernamentales relevantes para su solucién en los Estados Unidos

y Gran Bretana.

e En contraste, los métodos Bayesianos son mas viejos y se remontan al articulo original de 1763

del Rev. Thomas Bayes, un ministro y matematico amateur.

— El area generd algun interés para Laplace, Gauss y otros en el siglo XIX, pero la aproxi-
macién Bayesiana fue ignorada (o activamente opuesta) por los estadisticos de principios
del siglo XX.

— Afortunadamente, durante este periodo, varios prominentes no-estadisticos, entre los mas
notables Harold Jeffreys (un fisico) y Arthur Bowley (un econometrista), continuaron la

divulgacion y promovieron el interés y los beneficios de las ideas Bayesianas.

— Asi, a principios de los 1950s estadisticos como L.J. Savage, Bruno de Finetti, Dennis Lindley,
Jack Kiefer, y muchos otros empezaron a abogar por los métodos Bayesianos como remedios

para ciertas deficiencias en la teoria clasica.

— A continuacién se presentan un par de ejemplos que ilustran tales deficiencias en estimacion
por intervalos y pruebas de hipdtesis.

Ejemplo 2.1 Ejemplo. Suponga X; ~ N(0,02), i = 1,....,n i.i.d y que el objetivo es obtener un
estimador por intervalo del 95% para la media poblacional §. Cuando n es suficientemente grande

(algunos dicen, mayor a 30) una aproximacion cldsica deberia utilizar el intervalo de confianza

§(z) =7+ 1.96s5/v/n



e [ste intervalo tiene la propiedad de que, en promedio sobre aplicaciones sucesivas, 0(x) fallard

en capturar la verdadera media 0 sélo 5% de las veces.

e Una interpretacion alternativa es, antes de que cualquier dato sea obtenido, la probabilidad que
el intervalo contenga el verdadero valor es 0.95. Esta propiedad es atractiva en el sentido de

que se mantiene para todos los valores verdaderos de 0 y o

e Por otro lado, su uso en cualquier contexto de andlisis de datos es algo dificil de explicar y

entender:

— Después de registrar los datos y calcular 6(x), el intervalo contiene o no al verdadero valor
de 6; su probabilidad no es 0.95. Es0 o 1. jOh no!

— Después de observar x, una oracion como “El verdadero valor de 0 tiene una posibilidad
de caer en §(x)” no es vdlido, aunque mucha gente (incluyendo estadisticos independien-
temente de su enfoque filosdfico) interpreta un intervalo de confianza en esta forma.

— Asi, para los frecuentistas, “95%” mo es una probabilidad condicional, es una etiqueta
asociada con el intervalo para indicar, ya sea, que tan probable es antes de que lo evaluemos,

0 como se comportaria en un muestreo repetitivo.

— Un intervalo frecuentista al 99% deberia ser mdas amplio, un intervalo al 90% mds angosto,
pero condicionalmente sobre §(x), todos tendrdn una probabilidad de 0 o 1, de contener al

verdadero valor. 1 !

e En contraste, los intervalos de confianza Bayesianos (conocidos como “conjuntos creibles”) son

libres de estas interpretaciones frecuentistas no claras.

— Por ejemplo, condicional sobre los datos observados, la probabilidad de que 6 esté en el
intervalo de credibilidad del 95% es de 0.95. Por supuesto esta interpretacion natural es
producto de pagar el precio de una distribucion inicial (o a priori) para 0, asi uno debe

establecer estructuras adicionales para obtener esta naturalidad de las interpretaciones.

La estructura de pruebas de hipdtesis de Neyman-Pearson también puede dirigir a resultados

peculiares.

Ejemplo 2.2 Considere el siguiente experimento simple, originalmente sugerido por Lindley y

Phillips (1976), y reimpreso varias veces.

o Se tienen 12 lanzamientos independientes de una moneda y se observan 9 soles y 3 dguilas. Se

desea probar la hipotesis nula Hy : 0 = % contra la hipdtesis alternativa H, : 0 > %, donde 0

es la verdadera probabilidad del sol. Dado solo esta informacion, existen dos posibles modelos

muestrales como candidatos.



1. Binomial: El nimero de n = 12 lanzamientos se fija con anterioridad y la cantidad aleato-

ria X es el numero de soles observado en los n lanzamientos.

Entonces, X ~ Bin(12,0) y la verosimilitud estd dada por:

L1(6) = (Z) 67(1 — )" — (192> 6°(1 — )"

2. Binomial Negativa: La recoleccion de los datos involucra lanzamientos de la moneda hasta
que la tercer dguila aparece. Aqui, la cantidad aleatoria X es el niumero de soles requeridos

para completar el experimento, asi que X ~ BinNeg(r = 3,0), con funcion de verosimili-

La(6) = <” e 1) 67(1— 0) = (191> 6(1 — 0)°

Bajo cualquiera de esta dos alternativas , uno puede calcular los valores-p correspondientes a la

tud dada por

region de rechazo, “Rechazar Hy si X >c”.

e Para la distribucion binomial se tendria:

12
1 ) )
ar =P 1(X>9)= > ( 2) 07(1 — )27 =0.075

i—o \/
e Mientras que para la binomuial negativa:

@y =Py i (X>9)=) <2ﬂ> 67(1 — 6)® = 0.0325

= \ /

o Asi, usando el “usual” nivel de error tipo I de o = 0.05, podemos ver que los dos modelos

supuestos conducen a diferentes decisiones.

e Sin embargo, no existe informacion en el contexto del problema que ayude en la determinacion

del modelo, asi que no es claro cual andlisis frecuentista deberia considerarse como “correcto”.

e En cualquier caso, suponiendo que confiamos en el modelo estadistico, es dificil identificar
(razonablemente) cdmo la manera en que se monitoreo el experimento pueda dar soporte a
nuestra decision; sequramente solo sus resultados son relevantes !

e En realidad las funciones de verosimilitud ofrecen una historia inconsistente, desde que Ly y

Ly solo difieren por una constante multiplicativa que no depende de 6.

Una explicacion Bayesiana de lo que esta erréneo en el ejemplo anterior seria que el enfoque de
Neyman-Pearson permite que resultados “no-observados” afecten la decision de rechazar Hy.



e Estos es, la probabilidad de valores de X més extremos que 9 son usados como evidencia contra

Hj en cada caso, aunque estos valores no ocurrieron.

e Lo anterior, es una violaciéon de un axioma estadistico conocido como Principio de Verosimil-
itud: Una vez que los valores de los datos & han sido observados, la funcion de verosimilitud
L(0)x) contiene toda la informacién experimental relevante ofrecida por @ sobre el pardmetro

desconocido 6.

e En los ejemplos anteriores, L y Lo son proporcionales una de la otra como funciones de 6, asi,

son equivalentes en términos de informacién experimental.

Algunos estadisticos intentan defender los resultados del ejemplo 2 argumentando que todos los

aspectos del diseno de un experimento son piezas relevantes de informacion ain después de que

los datos han sido recolectados, o quiza que el Principio de Verosimilitud es en si defectuoso (o al

menos no deberia ser considerado sacrosantamente)

Si los métodos Bayesianos ofrecieron una solucién a estos y otros inconvenientes del enfoque

frecuentista estas fueron publicadas hace varios anos.

Parece sorprendente que la metodologia Bayesiana no tomara mayor ventaja en la practica

estadistica, s6lo recientemente.

1°.

2°.

i . Qué paso? !

Los defensores duros iniciales de los métodos Bayesianos defendian fuertemente la “subjetivi-

dad” del conocimiento inicial, en contraposicion al enfoque clésico.

(Y quizd mas importante desde un punto de vista aplicado)
La alternativa Bayesiana, mientras era simple tedricamente, requeria evaluaciones de integrales

complejas atin en cierto problemas basicos.

e La falta de rapidez, los altos costos de los recursos computacionales y los problemas tedricos
asociados limitaron el crecimiento del analisis de datos reales desde un punto de vista
Bayesiano.

Finalmente, este boom se dio en los 1980s, gracias a un grupo mas objetivo de Bayesianos con

acceso a recursos computacionales baratos y veloces.

3

Estructura de un problema de Decision

e ;Qué es un problema de decisiéon?. Nos enfrentamos a un problema de decisiéon cuando debemos
elegir entre dos o mas formas de actuar.

e La mayoria de las decisiones cotidianas son relativamente faciles de tomar. Por ejemplo, cuando

elegimos una pelicula en cartelera o el platillo fuerte en algtin restaurante.



e Sin embargo, existen problemas de decisién en donde las consecuencias son importantes y

3.1

exigen una seria reflexiéon. Por ejemplo: la decisiéon de casarse con cierta persona o la de

cambiar de trabajo.

La Teoria de Decisiones propone una forma (metodologia) de tomar decisiones basada
en unos cuantos principios basicos sobre la eleccién coherente entre diversas alternativas

(opciones).

Elementos de un problema de decisiéon

. Espacio de Decisiones (D). Es el conjunto de posibles alternativas, el cual debe ser ex-

haustivo (agotar todas las posibilidades que en principio parezcan razonables) y mutuamente

excluyente.
D = {db Jdk}

. Espacio de Consecuencias (C). Es el conjunto de consecuencias posibles y describe las

consecuencias de elegir cierta decision.

C={c,....cn}

. Relacién de Preferencia (<) . Relacion de preferencia entre las distintas consecuencias. Se

define de manera que

c1 S eg siocy es preferido a c.

e Un problema de decisién se puede representar mediante un arbol .

@]

dy

Si la decisién se realiza sin incer- ~
tidumbre a cada decision le corre- d; W Ci

sponde una consecuencia segura.

dk

10



Ejemplo 3.1 Un estudiante de preparatoria se enfrenta al problema de decidir qué carrera estudiar.

D = {di,ds,ds,ds}, donde dy = arquitectura, dy = ingenieria industrial,

ds = actuaria y dy = matemadticas.
C ={c1,c,c3,¢4}, donde ¢y = 20,000, co = 25,000, c3 = 30,000, ¢4 = 15,000.

<= {39,2919 4%} orden de preferencia.

e El objetivo de un problema de decisiéon es determinar la mejor decisién de entre un

conjunto de alternativas.

e Para lo anterior, el decisor debe ser capaz de comparar y establecer un orden (<) entre las

consecuencias.

e Es poco comin que se conozcan con certeza todas las posibles consecuencias de tomar una
decision, por lo que un problema de decisién en general, se plantea bajo un ambiente de
incertidumbre .

_—

e Elemento extra de un problema de decision:

4. Espacio de Eventos inciertos (E). Es el conjunto de los eventos o sucesos inciertos

relevantes al problema de decision.
E={E,..  E,}

e Arbol de Decisién en ambiente de incertidumbre .

11
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Ejemplo 3.2 Un médico debe decidir si realizar una operacion a una persona que se cree puede
tener un tumor, o recurrir a una determinada medicacion. Si el paciente no tiene un tumor su
esperanza de vida se estima en 20 anos. Si lo tiene, se opera y si sobrevive a la operacion, le dan
10 anos de vida, y si se tiene el tumor y no se opera, solo le dan 2 anos de vida.

D = {dy,ds}, donde  dy = operar, dy = medicar.

E = {Ey1, Erg, Er3, Eoy, Eas}, donde

Eyy = supervivencia / tumor, Eiy = supervivencia / no tumor,

FEi3 = muerte, Ey1 = tumor, Eys = no tumor.

C = {c11, 12, C13, Co1, C23 }, donde

C11 = ]_0, Ci12 = 20, C13 = O, Co1 = 2, Coo = 20.

12



/— Tumor — 10 Afios

Superv ‘O&
NoTum — 20 Afios

Operacid
e Muerte 0 Aflos
Medicacid
cacion 2 Afios
\O Tumor ~—
NoTum — 20 Afos

e Observaciones:

— En la préactica, la mayoria de los problemas de decision tienen una estructura més compleja.
Por ejemplo, decidir si realizar o no una inversién financiera en instrumentos de renta
variable, y en caso afirmativo decidir si invertir en la bolsa mexicana de valores, en renta
variable nacional o en renta variable extranjera ( problemas secuenciales de decision

).

— Frecuentemente, el conjunto de eventos inciertos es el mismo para cualquier decisién
que se tome. En este caso, el problema de decisién se puede representar mediante una tabla.

Ejemplo 3.3 Se dispone de un automouvil y de una motocicleta para ir a cita en el centro de

la ciudad, aunque siempre existe la opcion de ir a pie. ;Qué alternativa elegir?. La moto es

13



mas rdpida, sobre todo si hay trdfico y puede estacionarse con facilidad, pero resulta incomoda si
hace mal tiempo. El coche aunque es mds comodo consume mds gasolina y hay que dejarlo en un
estacionamiento a cierta distancia del lugar de destino. Supongamos que no hay transporte publico
disponible y el costo de un tazi es excesivo.

D = {dy,ds,ds}, donde  dy = moto, dy = coche y d3 = pie.
E = {F\, Ey}, donde Ey = llueve y Ey = no llueve.

C = {c11, 12, €21, €22, C31, Ca2 }, donde las ¢;; se describen en la siguiente tabla

E, = llueve Es = no llueve
c11 = Poco tiempo, c12 =Poco tiempo,
dy = moto | trayecto incomodo, trayecto agradable,
costo bajo. costo bajo.
co1 = Algo de tiempo, Coo =Algo de tiempo,
de =coche | manejo con lluvia, manejo sin lluvia,
costo moderado. costo moderado.
c31 = Mucho tiempo, c32 =Mucho tiempo,
ds = pie caminata con lluvia, caminata sin lluvia,
sin costo. sin costo.

El mismo problema también se puede representar mediante un arbol de decision.

e El Objetivo de un problema de decisiéon en ambiente de incertidumbre consiste entonces en

elegir la mejor decision, d;, de D sin saber cual de los eventos inciertos E;; de E; ocurrird.

e Aunque los sucesos que componen cada FE; son inciertos, en el sentido de que no sabemos
cual de ellos tendra lugar, en general se tiene una idea sobre la probabilidad de cada uno de
ellos. Por ejemplo, si un individuo hoy cumpli6 40 anos, jcudl de los siguientes eventos es mas
probable?

— Que viva 10 anos més
— Que muera en un mes.

— Que llegue a los 100 anos

3.2 Cuantificacién de las consecuencias y de los eventos inciertos

e Alguna veces resulta dificil ordenar nuestras preferencias sobre las distintas consecuencias posi-
bles. Tal vez resulta mas fécil asignar una utilidad (o pérdida) a cada una de las consecuencias
y ordenarlas de acuerdo a sus utilidades.

14



Consecuencias — — —— — Utilidades

— Ganar mucho dinero y tener poco tiempo disponible = $
— Ganar regular de dinero y tener regular tiempo disponible = $$

— Ganar poco dinero y tener mucho tiempo disponible =  $$$

e En general, es posible cuantificar las preferencias del decisor entre las distintas consecuencias
a través de una funcion de utilidad de manera que

cij S iy, e uley) <wulcy,)

e De la misma manera, la informacion que el decisor tiene sobre la posible ocurrencia de los

eventos inciertos puede ser cuantificada a través de una funcién de probabilidad sobre el
espacio de eventos E : P(E;).

e Por lo anterior, es posible representar el arbol de decisiones de la siguiente manera:

P(Ey|d)) u(cn)
P(Ejald;)) —— u(cn)
P(Eim|d)) — u(Cim)

d

i

P(Eyld) —— u(cu)
u(ci2)

P(Epld) —
—  u(Cimi)

P(Eimildi)

P(Exldd) — u(ck)
P(Ewldd) — u(cw)

P(Exmild) —  u(Cxmk)

£ A
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3.3 Ciriterios para resolver un problema de Decisién
,Cémo tomar la mejor decisién?

Si de alguna manera fuéramos capaces de deshacernos de la incertidumbre podriamos ordenar
nuestras preferencias de acuerdo con las utilidades de cada decision. La mejor decision seria la que

tenga la maxima utilidad.

3.3.1 Estrategias o Criterios
1. Optimista. Elegir la mejor consecuencia de cada opcion y elegir ...
2. Pesimista o minimaz. Elegir la peor consecuencia de cada opcién y elegir ...

3. Consecuencias mas probable o condicional. Elegir la consecuencia mas probable de cada opcién

V...

4. Utilidad Esperada. Elegir una consecuencia esperada para cada opcién y ...

* Cualquiera que sea la estrategia tomada, la mejor decisién es aquella que maximice la utilidad

del arbol “sin incertidumbre”

Ejemplo 3.4 En unas elecciones parlamentarias en la Gran Bretana competian los partidos Con-

servador y Laboral, y una casa de apuestas ofrecia las siguientes posibilidades:

a) A quien apostara a favor del partido Conservador, la casa estaba dispuesta a pagar 7 libras por
cada 4 que apostase si el resultado favorecia a los conservadores, en caso contrario el apostador

perdia su apuesta.

b) A quien apostara a favor del partido Laboral, la casa estaba dispuesta a pagar 5 libras por cada

4 que apostase si ganaban los laboristas, en caso contrario el apostador perdia su apuesta.
e ;A qué partido apostar?
D = {d;,d>}, donde
di1 = Apostar al partido conservador

dy = Apostar al partido laboral
E = {F\, E>}, donde

Ey = Que gane el partido conservador
Ey = Que gane el partido laboral
Sea
T = P(gane el partido conservador) = P(E;)

1—7 = P(Que gane el partido laboral) = P(Es)
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C = {01170127021,022}%

Si la apuesta es de k libras, entonces

cn = —k+(7/4)k =3k
clo = —k
cn = —k
e = —k+(5/4)k =1k

St las consecuencias se valoran en términos de dinero, entonces, la utilidad es proporcional al
dinero, i.e., u(ci;) = ¢;j.
e Casol: 1m=1/2
P(E) |1/2 1/2
u(d, E) | By E,
dy (3/4)k | —k
do —k (1/4)k

1. Optimista: dy. Apostar al partido conservador.

2. Pesimista: dy 0 ds, da igual cualquiera de las dos.
3. Consecuencia mas probable: dy ¢ do, da igual cualquiera de las dos.
e Si se toma a Ey como “sequro” = dy
e Si se toma a Fy como “sequro” = ds.
4. Utilidad esperada: dy. Apostar al partido conservador.
o B(uldy)) = (1/2)(3/4)k + (1/2)(~k) = (~1/8)k
o E(u(dy)) = (1/2)(=k) + (1/2)(1/4)k = (=3/8)k.

e Caso 2 : m=1/4 (Ejercicio 1 (tarea)...)

OBSERVACION: Ezisten ciertos valores de m para los cuales se opta por dy y otros para los cuales

se opta por dy como la mejor opcion.

e Caso General : 7 € [0, 1].

PE) |« 1—7
uWd,E)| By | B,
d, (3/4)k | —k
ds k| (1/4)k
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1. Optimista: dy. Apostar al partido conservador.
2. Pesimista: dy 0 ds, da igual cualquiera de las dos.
3. Consecuencia mds probable: dy 6 ds, (dependiendo)

— Sim>1/2 se toma a Ey como “sequro” = d.

— Sim <1/2 se toma a Ey como “sequro” = ds.

4. Utilidad esperada: dy ¢ ds, (dependiendo).

Las utilidades esperadas son:

E(u(dy)) = w(3/4)k + (1 — m)(=k) = {(7/4)7 — 1}k
E(u(dy)) = w(=k) + (1 = 7m)(1/4)k = {(1/4) — (5/4)7}k.

Entonces, la mejor decision seria:

o B{u(d)} > E{u(dy)} & 7>3 = d
o B{u(d)} < E{u(dy)} & m<3 = d
o B{u(d)} = E{u(dy)} & n=23 = d dds.

Si definimos las funciones

gi(m) = {(7/4)m — 1}k = E(u(dy))
g2(m) = {(1/4) = 5/4)m}k = E(u(dy))-

Entonces, para k =1, se tiene

10

e La linea gruesa representa la mejor
solucion al problema de decision dada

por el criterio de la utilidad esperada.

- Observacidn: Si w € [3,3], la utilidad

esperada de la mejor decision es nega-
tiva !

- Pregunta: ;T4 apostarias sim € [%, %] 2.
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Considera ahora el problema de decision (general) con ds, donde ds es no apostar. Es decir,
D — {d17d27d3}'

En este caso las utilidades esperadas son:
E(u(dy)) = m(3/4)k + (1 — 7)(—=k) = {(7/4)7 — 1}k
E(u(dp)) = (w(—k) + (1 — m)(1/4)k = {(1/4) — (5/4)7} k.
E(u(ds)) = 7(0) + (1 — m)(0) = 0.

La mejor decision seria la que mazimice la utilidad esperada para distintos valores de w € [0, 1].
St consideramos ahora las funciones

g1(m) = {(7/4)m — 1}k = E(u(dy))

g2(m) = {(1/4) = (5/4)m}k = E(u(dy))
g3(m) = 0 = E(u(ds))-

Entonces, para k =1, se tiene

, . 0]
e La linea gruesa representa la mejor gi(®
solucion al nuevo problema de decision . T
dada por el criterio de la utilidad esper- .

ada.

oo

e Por lo tanto, la mejor decision seria:

—-Sim < 3= ds. g

- Sit<7m<i=ds.

- Sim>1=d. .

Observacion: En este caso, la utilidad de la mejor decisiéon nunca es negativa.

Pregunta: ;Cudal es el valor que la casa esperaria tuviera w7 Intuitivamente, la casa esperaria
14
que 7 € [&, 7]

MORALEJA: Vale la pena incluir todas las opciones factibles en una problema de decision, excepto
las inadmisibles.
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3.3.2 Inadmisibilidad

Se dice que una opcién d; es inadmisible si existe otra opcién dy tal que dy es al menos tan
preferible como d; pase lo que pase (para cualquier suceso incierto) y existe un caso (suceso incierto)

para el que dy es mas preferible que d;.

Ejemplo 3.5 En una loteria que tiene mil nimeros se sortea un premio mayor de $5,000 pesos y
se dan $10 pesos (reintegro) a todos los boletos cuya ultima cifra coincide con la del primer premio.
Supdn que la utilidad del dinero es proporcional a su cantidad. Si el costo de cada billete es de $10
pesos, sComprarias tu un billete de loteria?, ;Cudl deberia ser el costo justo del billete?

En este caso:

e D = {dy,ds>}, donde

di = Comprar un billete de loteria

dos = No comprar un billete de loteria
o E ={F,, Ey, Es}, donde

E, = Que me gane el premio mayor

Ey = Que me gane un reintegro

E3s = Que no me gane nada

La probabilidad de cada uno de estos sucesos inciertos es

P(E)) = 15 =0.001
P(Ey) = 1=t =0.099
P(E3) = 0.9(por completez)

o C = {c11,c12,C13,C21}, donde

c11 = 5000 — 10 = 4990
cig = 10—10=0

ci3 = 0—-10=-10

c1 = 0

Si la utilidad esperada es el dinero, i.e., u(c;j) = ¢;;, entonces:

1. Optimista: dy. Comprar.

2. Pesimista: dy. No comprar.
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3. Consecuencia mds probable: dy, (no comprar)

4. Utilidad esperada: dy, (no comprar).

Las utilidades esperadas son:

- E(u(dy)) = (0.001)4990 + (0.099)0 + (0.9)(—10) = —4.01.
- E(u(dz)) = (1)0.

Observacion: La utilidad esperada de comprar un billete de loteria, desde el punto de vista
del comprador es negativa, pero desde el punto de vista del vendedor, es positiva!

¢ Como determinar el costo justo del billete de loteria?.

Si denotamos por k el costo del billete, entonces tenemos el siguiente drbol de decision

P. Mayor ooy —  $5000-k

Reintegro oy —— 30

e Nadaonn —— -k

No comprar

SCommimanni 1D $0

Utilizando la estrategia de la utilidad esperada:

E(u(dy)) = (0.001)(5000 — k) + (0.099)0 + (0.9)(—k) = 5 — 0.901k
E(u(dy)) = (1)0=0
Finalmente,

E(u(dy)) > E(u(dy)) < 5—(0.901)k > 0 < k < 5.55 = d;
E(u(dy)) < E(u(dg)) < 5—(0.901)k < 0 < k > 5.55 = dy
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Por lo tanto, el precio justo del billete de loteria es de $5.55 pesos.

Ejercicio 3.1 El dia de su cumpleanios nimero 20, un paciente es admitido en el hospital con
sintomas que sugieren la enfermedad A (con probabilidad 0.4) o bien la enfermedad B (con prob-
abilidad 0.6). Cualquiera que sea la enfermedad que en realidad padece, si no se trata morird ese
mismo dia (con probabilidad 0.8) o bien sobrevivird sin consecuencias para su salud (con probabilidad

0.2). El médico que recibe a este paciente tiene tres opciones (alternativas):

1. No administrar tratamiento alguno.
2. Tratar al paciente con el firmaco G.
3. Operar al paciente (Cirugia)

Tanto la cirugia como la administracion de la droga entranan riesgos. Sin importar la enfer-
medad, el paciente puede morir durante la operacion (con probabilidad 0.5). De la misma manera,

sin importar la enfermedad, la droga puede ocasionar un problema renal mortal (con probabilidad

0.2).

Si el paciente sobrevive a los efectos adversos de la droga, y tenia la enfermedad A, entonces se
puede curar (con probabilidad 0.9) o que no tenga efecto alguno. Si el paciente tenia la enfermedad
B, seguro la droga no tiene efecto curativo.

Por otra parte, si el paciente sobrevive a la operacion, esta lo cura con probabilidad 0.5 st padecia
la enfermedad A (en caso contrario no tiene efecto). Si por el contrario, padecia la enfermedad B,

la operacion lo cura con probabilidad 0.6 y no tiene efecto con probabilidad 0.4.

En cualquier caso si se recupera, el paciente tiene una esperanza de vida de 50 anos o mas.

¢ Qué tratamiento es mds conveniente?, ;Cudl es el valor de Bayes de la decision optima?

Ejercicio 3.2 Una compania de sequros debe decidir si crea una poliza de sequros que cubra comple-
tamente uno de los dos tipos de riesqos a los que estardan expuestas las nuevas companias textiles que
se instalaran en México el proximo ano, o bien, crear una poliza que cubra los dos tipos de riesgos
parcialmente. La compania de sequros considera que lo mds probable es que las nuevas companias
textiles estardn mds expuestas al riesgo tipo 2.
El espacio de decisiones en este problema es:

dy = crear una poliza que cubra completamente el riesgo tipo 1.

dy = crear una poliza que cubra completamente el riesgo tipo 2.

ds = crear una poliza que cubra los dos tipos de riesgo pero con una cobertura menor para ambos

T1€SgOS.
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El espacio de sucesos inciertos podria describirse como:

0, = las nuevas companias textiles estaran propensas al riesgo tipo 1.
Oy = las nuevas companias textiles estardan propensas al riesgo tipo 2.
03 = las nuevas companias textiles estardn propensas tanto al riesgo

tipo 1 como al riesgo tipo 2.

De acuerdo a la compania de sequros se presenta la siguiente tabla de utilidades

01 | 6, 05 | min
di 109102 051 0.2
dy | 0.210.9| 0.5 | 0.2
ds | 0.6 0.6 0.7 | 0.6
mdzx | 0.6

Analice este problema de decision considerando todos los criterios revisados anteriormente.

Ejercicio 3.3 Considerando un problema de decision definido por la siguiente tabla. ;Qué criterio

o estrategia de decision es mejor?

0 | 6 | O3
PO=6;)032]0350]0.38
dy 1] 1]y
dy 4| 4| 1

4 Tratamiento Axiomatico de un Problema de Decision

e Recordemos que un problema de decisién en ambiente de incertidumbre queda completamente
especificado si se definen los elementos D, E,C y <.

e Algunas definiciones quedan un poco ambiguas cuando se plantea un problema de decisién,

son las siguientes:
— Una vez que se establecieron las posibles consecuencias (para cada decisién), muchas veces
no es claro para el decisor cudl de ellas prefiere.

— Establecer o definir los eventos inciertos que pueden ocurrir para cada decisién, no es tarea
facil. Lo anterior, ya que siempre existe la duda si se contemplaron todas las posibilidades.

— Atun cuando el decisor sea capaz de ordenar sus preferencias y se hayan contemplado todas
los eventos inciertos posibles, ; Qué criterio debemos emplear para resolver el problema de

decision?
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4.1 Axiomas de Coherencia

e Los denominados axiomas de coherencia son una serie de principios que establecen las condi-

ciones para que las ambigiiedades anteriores se clarifiquen.

e Axiomas de Coherencia :

— Comparabilidad.
— Transitividad.
— Sustitucién y Dominancia.

— Eventos de Referencia.

e Para entender mejor los axiomas de coherencia es necesario introducir una notacién formal:

— En general toda opcién d; se puede escribir en términos de todas sus posibles consecuencias
dados los sucesos inciertos, es decir,

dz' = {Cij|Eija ] = ]_, ,mz}

1. Comparabilidad . Este axioma establece que al menos debemos ser capaces de expresar
preferencias entre dos posibles decisiones y por lo tanto entre dos posibles consecuencias. Es

decir, no todas las decisiones ni todas las consecuencias son iguales.

e Para todo par de opciones d; y do en D | es cierta una y sélo una de las siguientes

condiciones:
— dy es mas preferible que d; < d; < ds.
— dy es mas preferible que dy < dy < dy.
— dy y dy son igualmente preferibles < dy ~ dy

Ademas es posible encontrar dos consecuencias ¢, (la peor) y ¢* (la mejor) tales que para
cualquier otra consecuencia c, ¢, < ¢ < ¢*

2. Transitividad. Este axioma establece que las preferencias deben de ser transitivas para no

caer en contradicciones.

e Si dy, dy y dsz son tres opciones cualesquiera y ocurre que di; < do y do < ds3, entonces,

necesariamente d; < ds. Analogamente, si d; ~ ds y dy ~ d3, entonces d; ~ dj.

3. Sustitucién y dominancia .
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5

5.1

e En virtud del axioma de sustitucion, en una opcion [ se puede reemplazar una consecuencia
por otra equivalente a ella. Es decir, si ¢ ~ [;, entonces Iy = {c1|4, c3|] A} es equivalente a
I3 = {l1|A, cz]A}. Lo anterior, ya que si se da el evento A, I, da lugar a ¢; y I3 da lugar a
Iy y por hipétesis ¢; ~ [1, entonces si A ls ~ [3. Por otro lado, si Al y I3 dan lugar a co y

en consecuencia ly ~ I3. Por lo tanto, l; ~ 3.

e Si dy, do son dos opciones cualesquiera y E es un evento incierto y sucede que d; < ds
cuando ocurre E' y d; < dy cuando no ocurre E, entonces, d; < dy (sin importar los
eventos inciertos). Andlogamente, si d; ~ dy cuando ocurre E y dy ~ ds cuando ocurre E,

entonces dy ~ ds.

En general, si dos opciones d; y ds tienen los mismos sucesos inciertos F; y las consecuencias
c1; dominan a las de la segunda, de forma que c¢y; >9; Vi € I, entonces d; > dy. Si ademas,
c1; > Co; para alguna ¢ € I, entonces dy > ds.

Eventos de referencia. Este axioma establece que para poder tomar decisiones de forma
razonable, es necesario medir la informacion del decisor expresandola en forma cuantitativa.

Por lo tanto es necesario una medida (P) basada en sucesos o eventos de referencia.

e FEl decisor puede imaginar un procedimiento para generar puntos en el cuadro unitario de
dos dimensiones, de manera tal que para cualquiera dos regiones R; y Ry es ese cuadro,
el evento {z € Ry} es mas creible que el evento {z € Ry} tinicamente si el drea de R; es

mayor que el drea de Rs.

Teoria de la Utilidad

Hasta ahora, la discusion sobre construir decisiones Bayesianas ha utilizado el criterio de la

consecuencia esperada, donde las consecuencias son medidas en utilidades monetarias.

Sin embargo, las consecuencias en unidades monetarias pueden no reflejar la adecuadamente,
la posicién (preferencias) ante el riesgo de un decisor.

Evaluando la funcion de Utilidad

La teoria de la utilidad se ha desarrollado tomando en cuenta la actitud del decisor hacia el
riesgo.

Desde el punto de vista Bayesiano, las decisiones se pueden ver como loterias las cuales incluyen
probabilidades asociadas a los eventos inciertos y por lo tanto, asociadas a las posibles utilidades

La teorfa de utilidad hace algunos supuestos bésicos (axiomas) sobre la consistencia de las

preferencias del decisor entre loterias.
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e Si estos axiomas son satisfechos, se puede mostrar que existe (se puede construir) una

funcién de utilidad U(C;;) que refleje adecuadamente la posicién del decisor frente al riesgo.

5.2 Construccion de la funcion de Utilidad

El mayor problema al emplear la teoria de la utilidad es la construcciéon de la funcién de utilidad,
por parte del decisor.

Ejemplo 5.1 Un asesor financiero le propone un negocio especulativo a un cliente. Si el negocio
es exitoso el cliente ganard $10 mil, de otro modo ella perderd $6 mil. Alternativamente, el cliente
puede declinar el negocio, en tal caso su ganancia (consecuencia) es de $0 -ni gan ni pierde. Asi,
existen tres posibles consecuencias.

e Objetivo: Asignar una utilidad (valores numéricos) a esas consecuencias (310, $0 y $-6) que
reflejen la actitud (posicion) del cliente ante el riesgo.

5.3 Construccién de la funcion de Utilidad
e Desde que la utilidad es sinénimo de ganancia (subjetiva), entre mas deseable sea una conse-

cuencia mayor serd la utilidad asignada a esta.

e No existe una unica escala para la utilidad, por lo que se pueden definir dos puntos de la
funcién de utilidad, de manera arbitraria (asociadas a dos consecuencias especificas).

e Una convencion es utilizar: u(c.) = 0y u(c¢*) = 1. Asi, para nuestro ejemplo, u(—6) = 0y
u(10) = 1

5.3.1 Meétodo de Referencia

e Existen varios métodos para evaluar una funcion de utilidad. Nosotros revisaremos, el denom-

inado de loterias de referencia.

e Regresando al ejemplo del asesor financiero.

— Definimos u(—6) = 0 y u(10) = 1. Supongamos que requerimos la utilidad de $0, «(0), asi
como de otras consecuencias, que nos permitan evaluar la forma de la funcién de utilidad
del cliente.

— Para encontrar u(0), se le ofrece al decisor las siguientes loterias: una con ganancia segura

de $0 y la siguiente loteria de referencia:

Consecuencia | Probabilidad
10 0.5
-6 0.5
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e Supongamos que el decisor prefiere ganar de manera segura $0 a la loteria de referencia. Esto

significa, que u(0) excede la utilidad esperada de la loteria de referencia, la cual es de 0.5

u(10) % 0.5+ u(—6) « 0.5 =1% 0.5+ 0% 0.5 =0.5

e Desde que se desea encontrar un punto de indiferencia entre ganar de manera segura $0 y
una loteria de referencia, se necesita incrementar la probabilidad de ganar $10 en la loteria de

referencia.
e Supongamos que después de varios pasos, hemos encontrado la loteria de referencia

Consecuencia Probabilidad

10 0.7
-6 0.3

e Es decir, en este momento el cliente indica que ella es indiferente entre $0 seguros y esta loteria.

Asi, u(0) serd igual a la utilidad esperada de esta loteria de referencia, la cual es:

u(0) = u(10) * 0.7 * u(—6) * 0.3 =1%0.74+0%0.3 = 0.7

e Para encontrar otros puntos de la funcién de utilidad, se procede de manera analoga. Por
ejemplo, supongamos que se desea encontrar u(2).

e Se le ofrece al cliente una serie de opciones entre ganar de manera segura $2 y una loteria de

referencia. Eventualmente, se alcanzara un punto de indiferencia, supongamos que esta es

Consecuencia Probabilidad

10 0.8
-6 0.2

o Asi,
u(0) = u(10) * 0.8 x u(—6) * 0.2 = 1% 0.8 + 0% 0.2 = 0.8

e Si se continua de esta manera, se puede obtener, por ejemplo, los siguientes resultados (utili-

dades) para las preferencias del cliente sobre la propuesta del negocio.

cl6 3 -1 0 2 5 8 10
u(c) | 0 045 0.65 .70 0.80 0.90 0.98 1.0

e Cuando se obtienen suficientes puntos, se pueden graficar y a menudo se ajusta una funcién
matematica a los datos, tales como:

— Una funcién de utilidad cuadratica: u(C') = by + b;C + byC?
— Una funcién de utilidad exponencial: u(C) = by + biexp(bC?)
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— Una funcién de utilidad lineal: u(C) = by + b,C

e En nuestro ejemplo:

Funcién de utilidad para la inversionista

1.0

0.8
|

0.4

0.2
|

-5 0 5 10

5.4 Comentarios

6

— La discusion anterior se centrd en funciones de utilidad para el dinero. Sin embargo, se pueden

desarrollar funciones de utilidad para otro tipo de consecuencias como: una tasa de retorno
sobre algtin negocio, periodos de recuperacion de inversiones, localizacion del siguiente trabajo,

ete.

La utilidad es subjetiva. No se puede decir que un individuo esta o no equivocado en su
actitud hacia el riesgo. Atn mas, la funcién de utilidad de cualquier decisor puede cambiar en
el tiempo cuando nuevas circunstancias ocurran. Finalmente, desde que la utilidad es subjetiva
y en una escala arbitraria, tiene poco significado comparar funciones de utilidad para diferentes

individuos.

En muchas situaciones practicas, la funcién de utilidad es aproximadamente lineal, por lo que

las utilidades son directamente proporcionales a las consecuencias monetarias.

Implicaciones de los Axiomas de Coherencia

Los axiomas de coherencia son la base de una teoria bien fundamentada, la Teoria de decisién

Bayesiana.
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e Una de las implicaciones de los axioma de coherencia es que, tanto las consecuencias como los

sucesos inciertos pueden verse como casos particulares de opciones. Es decir:
- Consecuencias: ¢ ~ d. = {c|Q}, donde 2 es el evento seguro.

- Eventos inciertos: E ~ dg = {c*|E, c,|E}, donde ¢* y ¢, son la “mejor” y la “peor” conse-

cuencia.

6.1 Cuantificacién de los eventos inciertos

Siguiendo la misma idea, si

dg = {c'|E, c.|E°Y},
existe un evento de referencia, R tal que
dg ~ dr = {c*|R,c.| R},

de, manera que F es igualmente creible que R. Como la credibilidad de R se mide con su area, la
credibilidad de E, también, es decir,

P(E) = Area(R)
Ejemplo 6.1 ;Como asignar una probabilidad al evento A¥?.
o [dea:
— Sean 4 y lp, las loterias:
Ia={c|A c.|A} y Ip={c*|B,c.|B},

— donde A y B son dos eventos inciertos. Entonces, se debe nota que comparar las loterias

la ylp es equivalente a comparar las verosimilitudes de los eventos A y B.
Se consideran las siguientes loterias:
¢ Cudl prefieres?:
e Ganar c* si ocurre A 6 Ganar ¢, si ocurre A°.
e Ganar ¢* con probabilidad p 6 Ganar c, con probabilidad 1 — p.
da={clA,clA} 6 dy={cIp.cll—p)

Por el axioma 1 es posible determinar si dy < dp, da ~ d, 6 da > d,.

La idea es encontrar el valor de p que haga que da ~ d,. En este caso se satisface necesaria-

mente que

E{u(da)} = E{u(dp)},
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pero como

Por lo tanto, P(A) =p.

Finalmente, se aplica este mismo procedimiento a cada uno de los eventos inciertos, digamos,
E) < Ey < ... < Ey. Si el numero de consecuencias es muy grande o incluso infinito la funcion
de utilidad se puede aproximar por un modelo (discreto o continuo) obteniéndose de la siguiente

forma,

0.08
|

0.06
1

0.04
1

0.02
1

0.00
L

[ 10 20 30 40 50 60

Modelo continuo . Si £y = {0} = E ={0|0 € [a,b]}

6.2 Cuantificacién de las consecuencias
e CUANTIFICACION DE LAS CONSECUENCIAS: Sabemos entonces que,

Cs ~ dy = {c"[0, e[}
c* ~ dQ = {C*|Q,C*|®}

Si Ry y Ry son dos regiones, R; es mas creible que R si
Area(R;) >Area(R,),

por lo tanto si
de = {C*|R1,C*|Rf}
dr, = {c"|Ra, c| RS}
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Entonces, “graduando” R se tiene que para cualquier c¢ tal que c, < ¢ < ¢* existe esa R tal que
c~dgr={c|R,c|R}
Finalmente, una forma de cuantificar las consecuencias es tomando:
u(c) = Area(R)
NoTA: u(cy) =0y u(c*) =1
Ejemplo 6.2 Utilidad del dinero Supongamos que la peor y la mejor consecuencia al jugar un
juego de azar son:

¢ =$0 (la peor)
¢ =$1000 (la mejor)

La idea es determinar una funcion de utilidad para cualquier consecuencia ¢ tal que ¢, < ¢ < c*.

Bo+piC
o
1. Una primera opcion es asignar g
una funcion lineal: u(c) = [y +
© |
ﬁlc. __°
(&)
E
<
o
sSerda cierto que entre mas
dinero se tenga, la utilidad se in- S
cremente en forma lineal?
g ]
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

2. Una sequnda forma de asignar la utilidad es siguiendo el razonamiento sugerido por los ax-

iomas: Sabemos que u(c,) =0 y u(c*) =1, se comparan las siguientes loterias:

¢ Cudl prefieres?:

— Ganar sequro c.

— Ganar ¢* con probabilidad p 6 Ganar c, con probabilidad 1 — p.
de ={cl2} 6 dp ={c|p, c.|l —p}
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Por el axioma 1 es posible determinar si d. < d,, d. ~ d,, 6 d. > d,.

La idea es encontrar el valor de p que haga que d. ~ d,. En este caso se satisface necesaria-

mente que
E{u(de)} = E{u(dy)},
pero como
E{u(de)} = u(c),

porque ¢ €s una consecuencia sequra Yy

E{u(dy,)} = u(c")p+ulc.)(l —p)
Dp+(0)(1—p)

—~

P.
Por lo tanto, u(c) = p.
8 |
@ _|
Finalmente, se aplica este mismo procedimiento °
a cada una de las consecuencias, digamos, ¢, < S
g < ¢ < €3 < ¢qg < . St el numero de s I
consecuencias es muy grande o incluso infinito ) o
la funcion de utilidad se puede aproximar por un °
modelo obteniéndose de la siguiente forma, ch
$ |

T T T T T I
0 200 400 600 800 1000

C

Entre mas dinero se tiene el incremento en utilidad es menor

7 Principio de la utilidad esperada: Criterio Bayesiano

Hay que recordar que cualquier opcion se puede escribir como
d = {01’E1,C2|E2, ---,Ck|Ek}
~ {{c[Ry, c.| R} Ey, 2| By, .. i | By}
~ {c*|R1ﬂEl,c*|R‘{ﬂE1,02|E2,...,ck|Ek}
~ B, .| B}
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Si dy v dy son dos opciones, entonces existen By y Bs tales que
dl ~ {C*|Bl, C*‘Bij}
d2 ~ {C*|BQ, C*|B§}

por lo tanto, d; < dy sélo si By es mas probable que Bj.

Finalmente, By es mas probable que B sélo si

> ulen)P(E) <> ules) P(E;)

es decir,
E(u(dr)) < E(u(dy))
!

Principio de la utilidad esperada maxima

Para un andlisis més detallado, ver por ejemplo Capitulo 2 de Bernardo y Smith (1994)

Informacion inicial

e Como ya vimos anteriormente es necesario cuantificar los sucesos inciertos pertenecientes al
espacio E. A la cuantificacién (inicial) de los eventos inciertos se le conoce como informacién
inicial .

e Una forma de especificar la informacion inicial es siguiendo un procedimiento coherente dado
por los axiomas mediante la comparacion de opciones equivalentes y el uso de “loterias”.

e Otra manera de especificar la informacion inicial es asignando una distribucién de probabilidad
directamente sobre los eventos, de tal manera que ésta refleje el conocimiento inicial que se

tenga.

e Consideremos el caso mas sencillo: Supongamos que el espacio de eventos E es un conjunto
discreto (posiblemente infinito), es decir, E = {E4,...E,,}. Sea 6 una cantidad aleatoria que

toma valores 1,2, ..., m de tal manera que

P(E;) = P(0 =1)
Entonces, en lugar de asignar una probabilidad directamente sobre FE, resulta mas sencillo
asignar una probabilidad sobre 6.

e La distribucion de probabilidad sobre 6 describe entonces la informacién inicial o a prior:
que se tiene inicialmente sobre el valor de 6. Esta distribucién de probabilidad recibe el nombre
de distribucién inicial de 6.
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e Como # es una cantidad aleatoria discreta (en este caso), su distribucién de probabilidad
puede ser descrita mediante su funcién de densidad fy(i) = P(0 =i) = p;, i = 1,2,...,m y las

probabilidades p; pueden ser determinadas mediante relaciones entre ellas dadas por el decisor.

Ejemplo 8.1 Diagnostico Las consecuencias de un determinado tratamiento dependen de la en-
fermedad del paciente. Se considera que existen 5 enfermedades 01,0,605,04 y 65 compatibles con

los sintomas observados.

Los médicos expertos determinan que existen las siguientes relaciones entre ellas
P(0;U0y) = P(63U604U05)
P(0y) = P(6y) = 4P(05)
y creen muy remota la posibilidad de que se trate de la enfermedad 05. Determine la correspondiente
distribucion inicial.
Sea p; = P(0;) Vi = 1,2,3,4,5. Con la informacion dada por lo médicos se puede plantear el
siquiente sistema de ecuaciones:

P1+p2 = p3tpstps

Y2 = P4

Y2 = 4dps

>mio =1
Este sistema es un sistema con multiples soluciones. Para resolver el sistema en forma sencilla, se
pude tomar ps = . Asi, el sistema tendrd la siguiente solucion.

_ 148y
pl - 10
. 40-2y)
b2 = 10 = P4
_ 1-24
pP3 = 10

En particular, si se juzga que es 20 veces mds probable que 05 no se la enfermedad versus a que st
lo sea, entonces

1—
ST 90 = 4 =0.048
/Y
Ast, la distribucion inicial que refleja el conocimiento inicial de los médicos estd dada por:
pp = 0.138
P2 = 0.362
ps = 0.090
ps = 0.048

e Si el nimero de elementos de E es grande o incluso infinito, una forma de hacer la cuan-
tificacion de la informacion inicial es siguiendo el procedimiento dado por los axiomas para
ciertos elementos de E y encontrar la cuantificacion de los demés elementos ajustando un

modelo continuo.
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e Otra posibilidad para realizar la cuantificacion de E (o de 0) es empezar directamente con
un modelo probabilistico, averiguando primero algunas caracteristicas cualitativas de la infor-
macién que posee el investigador. Por ejemplo, se le puede preguntar:

— ;Cree que el modelo tiene una sola moda?

— ;Cree que el modelo es simétrico con respecto a esa moda?

Si se tiene una respuesta afirmativa para ambas preguntas, se podria utilizar un modelo de la
forma ...

i Normal !

Considerando algunas propiedades del modelo
propuesto, y con la ayuda del “tomador de deci-

siones” se puede especificar el modelo completa-
mente: p =77, 0 =77,

Por ejemplo, se sabe que bajo un modelo Normal
el 95% central de la probabilidad, se encuentra en
I (H - 207 2 + 20)

- ;, Dénde se encuentra la moda 7 = p

- ; Entre que valores cree que se encuentre aprox. el 95% de la probabilidad ? = o

Ejemplo 8.2 Cantidad de tirosina Las consecuencias de un determinado medicamento pueden
determinarse a partir de la cantidad de tirosina contenida en la orina. La informacion inicial sobre
la cantidad de tirosina 6 contenida en la orina de un determinado paciente puede describirse de tal

manera que se encuentre alrededor de 30 mg./24hrs. y que el porcentaje de veces que la cantidad
de tirosina excede 49 mg./24hrs. sea de 25%.

Determine la correspondiente distribucion inicial.

e De acuerdo con la informacion proporcionada, si se considera que una distribucion Normal
puede modelar adecuadamente la informacidn inicial, entonces: 6 ~ N(u,o?).

— Cantidad de tirosina (0) alrededor de 39 = =39
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— P(6 > 49) = 0.25 =  o=1481 (;Cémo?)

49 — 39

P> 19) = P(Z > ) = 0.25
49 — 39
= ZO,25 = , cOmo Zpo5 = 0.675
g
10
=0=—— =14.8]1.
770675

Por lo tanto,
0 ~ N(39, (14.81)?).

e Una vez determinada la distribucién inicial deben calcularse algunas probabilidades a partir

de ella. Esto, por las siguientes razones:

1. Para comprobar si las probabilidades calculadas son consistentes con la informacion inicial

con la que se disponia.

2. Corroborar si la familia elegida permite una buena descripcion de la informacién inicial.

Ejemplo 8.3 Cantidad de tirosina (continuacion ...) Elinvestigador opina que es muy poco
probable que la cantidad de tirosina sea menor que 10 mg./24hrs. verificar que la distribucidn inicial

es consistente con esta informacion.

10 — 39
P(6<10) = P(Z<— o)
= P(Z < —1.95)

= 0.256

Por lo anterior, se puede decir que la distribucion inicial es consistente con la informacion
micial.
9 Teorema de Bayes: El proceso de aprendizaje

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral ), entonces,

e Probabilidad Condicional :

p(ap) = 2405) (];4(;)3 )
por otro lado, como
P(B|A) = % P(BNA) = P(B|A)P(A)
= P(ANB)
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Entonces:
P(B|A)P(A)

PUAIB) = =5

«— Teorema de Bayes

e Independencia : Se dice que dos eventos A y B son independientes sii:

P(AN B) = P(A)P(B)

e De la definicién de probabilidad condicional, A y B son independientes sii:

Pl = T = T — Py

P(BNA) P(B)P(A)
P(BJA) = P(4A) P4

— La ocurrencia de B no afecta la ocurrencia o no ocurrencia de A .

— La ocurrencia de A no afecta la ocurrencia o no ocurrencia de B .

9.1 El proceso de aprendizaje

e La reaccién natural de cualquiera que tenga que tomar una decisién cuyas consecuencias depen-
dan de la ocurrencia de eventos o sucesos inciertos (E 6 6), es intentar reducir su incertidumbre

obteniendo mas informacion sobre los eventos inciertos.

e LO IDEAL seria recolectar o adquirir informacién que elimine por completo la incertidumbre,

lo cual es muy caro o imposible.

e LA IDEA es entonces recolectar informacién que reduzca la incertidumbre de los eventos incier-

tos, o equivalentemente, que mejore el conocimiento que se tiene sobre E 6 6.

e Esta informacion, generalmente, se basa en la informacion muestral que se obtiene de encuestas,

estudios previos, experimentos, etc.

e El problema central de la inferencia estadistica es el de proporcionar una metodologia que

permita asimilar la informacion accesible con el objeto de mejorar nuestro conocimiento inicial.

e Sea Z la informacién adicional que de alguna manera se pudo obtener sobre el evento F

., Como utilizar Z para mejorar el conocimiento sobre F 7
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e Recordemos que la informacion que inicialmente se tiene sobre E se representa mediante una
probabilidad, P(F). El objetivo es actualizar la probabilidad de ocurrencia del mismo

evento E dada la informacion disponible 7, i.e.,
l?

P(E) = P(E|Z).

e La forma de hacer lo anterior es obteniendo la probabilidad final de E , P(E|Z).

P(E|Z) = —P(Z]EZ)ZJ)D(E)
donde

E : Evento incierto.
Z : Informacion adicional.
) : Probabilidad inicial de E.
) : Probabilidad de Z dadoFE
P(Z) : Probabilidad marginal de Z.
) : Probabilidad final de E.

e Alternativamente, la probabilidad final de E se puede escribir como:
P(E|Z) x P(Z|E)P(F)
e En general, se tiene mas de un suceso incierto sobre el cudl se quiere mejorar su conocimiento,
esto da lugar al siguiente teorema.

Teorema de Bayes y Regla de Probabilidad Total : Sea E,...E) una particién (eventos
ajenos y exhaustivos) del espacio muestral €2 y se Z la informacién adicional sobre cada uno de los
E;,1=1,... k. Entonces,

P(E|Z) = P<Z§i)ZJ;(Ei) i=1,2,. .k
Como ) k
1= P(E|Z) = 2izi P;Z(gi)P(Ei)
entonces, - )
P(Z) = Z P(Z|E;)P(E;).
Finalmente, -




e ;Para qué nos sirve reducir la incertidumbre de los eventos inciertos?
Consideremos el siguiente problema de decisién:

Ey —
/d\: EIZ i
d
/ Ey —
—
\-— Epp —
d;
Ny
\—— Ep ———

e Se cuenta con lo siguiente:

— P(E;j) : Cuantificacion inicial de los eventos inciertos.
— u(c;j) - Cuantificacién de las consecuencias.

— Z : Informacion adicional sobre los eventos inciertos.

Teorema de Bayes

P(E) = P(E|Z).
e Se tienen dos situaciones:

1. Situacién inicial o a-priori:

P(E;;), u(cij), >_julcij)P(Ei;) < Utilidad esperada inicial

2. Situacion final o a-posterior:

P(E;|Z), u(ciy), X2 ule;)P(EylZ) < Utilidad esperada final

Cn

C12

C2

C22

C3i
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Ejemplo 9.1 Suponga que una fabrica tiene 2 mdquinas, A y B, que hacen el 60% vy el 40%de la
produccidn total respectivamente. La mdquina A produce un 3% de articulos defectuosos, mientras

que la mdquina B produce un 5% de articulos defectuosos.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que un articulo producido, sea defectuoso?

b) Si se elige un articulo y este resulta defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que lo haya producido

la mdquina B?

e Considere los eventos
A = Articulo sea producido por la mdquina A
B = Articulo sea producido por la mdquina B
D = Articulo producido sea defectuoso

Entonces, de la informacion del problema se tiene:

P(A) = 06
P(B) = 0/
P(D|A) = 0.03
P(D|B) = 0.05

Ast, la probabilidad (total) de que un articulo producido sea defectuoso es:

P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) = 0.38

Por otro lado, combinando la informacion inicial con la verosimilitud mediante el teorema de

Bayes se tiene:

P(D|B)P(B) _ P(D|B)P(B)

P(D)  P(D|A)P(A)+ P(D|B)P(B) 0.7105.

P(B|D) =

Ast, es mads probable (0.7105) que el articulo haya sido producido por la fdbrica B dado que se
ha observado que este es defectuoso. Se debe notar que P(A|D) = 0.2895.

Ejercicio 9.1 Suponga que hay una prueba para detectar cdncer con la propiedad de que el 90% de
aquellas personas con cdncer reaccionan positivamente y el 5% de aquellas sin cdncer reaccionan
positivamente. Si el 1% de los pacientes en un hospital tienen cdncer, jcudl es la probabilidad de
que un paciente seleccionado al azar, que reacciona en forma positiva a la prueba, realmente tenga

cdncer?.
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Ejercicio 9.2 Suponga que los coches tienen la misma probabilidad de ser fabricados en lunes,
martes, miércoles, jueves o viernes. Los coches hechos en lunes tienen una probabilidad del 4% de
ser amarillos; los coches hechos en martes, miércoles o jueves tienen una probabilidad del 1% de ser

amarillos; y los coches hechos en viernes tienen una probabilidad del 2% de ser amarillos.
a) Si elige una coche al azar, del inventario global ;Cudl es la probabilidad de que se amarillo?

b) Si se elige un coche al azar y resulta ser amarillo, ;Cudl es la probabilidad de que haya sido
fabricado en lunes?.

10 Actualizacion Secuencial

- ¢, Qué pasa si de alguna manera se obtiene aiin mas informacion adicional acerca del evento F
o

- ¢, Como se incorpora esta informacién ?

e Existen dos caminos para actualizar la informacion que se obtiene sobre E':

1. Actualizacion secuencial.

2. Actualizacion simultdnea.

Sea
Z1: informacién adicional obtenida sobre E.
Z5: informacién adicional obtenida posteriormente sobre E.
10.1 Procedimiento secuencial
- Se cuenta con un conocimiento inicial P(FE).

- Actualizar el conocimiento para obtener P(FE|Z;).

- Posteriormente, usar P(E|Z;) como conocimiento inicial y utilizar Z, para obtener P(E|Z;, Zs).

., Como se realiza esta actualizacién?

Paso 1: P(E|Z,) = %

Paso 2: P(E|Zy,Z,) = P(Zz\g(l,zljﬁ;()mzl)
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10.2 Actualizacién Simultanea
- Se cuenta con un conocimiento inicial P(FE).

- Usando Z; y Z5 actualizar el conocimiento (simultaneamente) para obtener P(E|Z, Zs).

. Como se realiza esta actualizacién?

Paso tnico: P(E|Zy,Z,) = %

e ;Son equivalentes ambas formas de actualizacién?

P(Z,|Z,, E)P(E|Z))
(ZZ|Zl)
{ pz(lz’lzf’ H= ( }
P(Z1.7
{ g’(121)2)}
P(Zl,ZQ,E)
P(Zl,Zg)
P(Zy, Zs|E)P(E)
P(Zl,Zg) '

P(E|Zy,Z5) =

Conclusién: Ambas actualizaciones son equivalentes

Ejercicio 10.1 Supongase que una caja contiene una moneda honesta y otra contiene una moneda
con un sol en cada lado. Supongase también que se selecciona una moneda al azar y que al lanzarla
se obtiene un sol.

a) Determine la probabilidad de que se haya seleccionado la moneda honesta. Verifique que esta
probabilidad es 1/3.

b) Supongase que se lanza nuevamente la moneda y se obtiene otro sol. Ezisten dos maneras de

determinar el nuevo valor de la probabilidad final de que la moneda sea honesta.

— La primera forma es volver al principio del experimento y suponer de nuevo que las prob-
abilidades iniciales son P(M — honesta) = P(M — Nhonesta) = 1/2. Posteriormente, si
se define el evento S1S3 como el suceso en que se obtiene sol en los dos lanzamientos de
la moneda. Entonces, se debe calcular P(M — honesta|S1S2). La cual se puede verificar
que es 1/5.
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— La sequnda forma de determinar esta misma probabilidad final es utilizar la informacion
de que después de obtener un sol en el primer lanzamiento, la probabilidad final de M —
honesta es 1/3 y en consecuencia P(M — Nhonesta) = 2/3. Estas probabilidades finales
pueden servir ahora como probabilidades iniciales para el siguiente paso del experimento.
Por tanto, se puede suponer ahora que las probabilidades (iniciales) para M — honestra
y M — Nhonesta son P(M — honesta) = 1/3 y P(M — Nhonesta) = 2/3, y calcular
la probabilidad final P(M — honestalSs). Se puede verificar que la probabilidad final del
suceso M — honesta obtenida de esta sequnda forma es la misma que la obtenida en la
primera forma.

c¢) Finalmente, supdngase que se lanza nuevamente la moneda y se obtiene un dguila como resul-
tado. Obtenga la probabilidad (final) de que la moneda sea honesta. Antes de realizar cualquier

calculo, ;cudl cree que deberia ser este valor?.

Se puede hacer la siguiente afirmacion general:

Si un experimento se lleva a cabo secuencialmente, entonces la probabilidad final de cualquier suceso
también se puede calcular secuencialmente. Después de haber realizado cada paso, la probabilidad final
del suceso encontrado en ese paso sirve como probabilidad inicial para el paso siguiente.

Ejercicio 10.2 En algunos paises, existe una ley que relaciona el derecho a conducir con el con-
tenido de alcohol en la sangre. Una prueba rdpida, realizada por la policia con un aparato portatil,
tiene solamente una probabilidad de 0.8 de ser correcto entre las personas que la policia controla,
esto es, de dar positivo si el contenido de alcohol en la sangre estd por encima del limite legal y de
0.2 de dar negativo si se ha bebido mas de lo permitido. Aquellos conductores a quienes la prueba les
da positivo son sometidos al ministerio publico a una prueba mds rigurosa efectuada por un médico.
Esta seqgunda prueba nunca da resultados incorrectos con un conductor sobrio, pero negativo en el
10% de los conductores detenidos que habian, de hecho, sobrepasado el limite legal. Si se asume que
las pruebas son independientes.

a) Determine la probabilidad que un conductor que ha sobrepasado el limite legal no sea san-

cionado, en funcion de la probabilidad p de que sea detenido por la policia cuando ha bebido.

b) Suponga que la probabilidad de ser detenido cuando ha bebido mds de lo legal p = 0.5 y 0.1 en
caso contrario (cuando no se ha bebido); y que el 15% de los conductores conducen con mds
alcohol en la sangre del permitido legalmente. Determinar la probabilidad de que un conductor

haya bebido mds de lo permitido en funcion de los resultados de las pruebas.
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11 Procesos de inferencia como problemas de Decision

11.1 Introduccion

e El problema de inferencia paramétrico consiste en aproximar el verdadero valor de un pardmetro

0 dada una muestra de observaciones Xi, ..., X,, provenientes de una poblacién f(z|f), donde
0eo.
e El problema de inferencia sobre 6 se puede plantear como un problema de decision, donde:
D = Decisiones de acuerdo al problema especifico.
E = O (espacio parametral)
C ={(d,0) :de D,d € 6}
u(c) = u(d, ) = funcién de utilidad conveniente para cada problema 6

v(c) = v(d, ) = funcién de pérdida conveniente para cada problema

e Un punto importante es el de actualizar la informacién acerca de los eventos inciertos 6 € ©.

e Por lo visto con los axiomas de coherencia, el decisor es capaz de cuantificar su conocimiento

acerca de los eventos inciertos mediante una distribucién de probabilidades.
e Definamos:

— f(0) : Distribucién inicial (o a-priori). Cuantifica el conocimiento inicial sobre 6.

— f(z|0) : proceso generador de informacion muestral. Proporciona informacién adicional
sobre 6.

— f(z|f) : Funcién de verosimilitud . Contiene toda la informacién sobre 6 propor-

cionada por la muestra * ={X1,..., X,,}.

e Toda la informaciéon sobre 6 se combina para obtener un conocimiento final o a-posterior

después de haber observado la muestra.
{Cémo?

Mediante el Teorema de Bayes:
f(x]0)f(0)

(o) = TEEE

donde
fx) = / F0)fO)d0 6 f(x) = F(xl6)£(6)

0

e Como f(f|x) es una funcién de 6, una forma alternativa del teorema de Bayes es:
f(Olz) oc f(x]0)f(0).
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Distribucién final « Verosimilitud x Distribucién inicial

Finalmente,

- f(0|x) : Distribucién final (o a-posterior). Proporciona todo el conocimiento que se tiene

sobre 6.

e NOTA: Al tomar 6 el caracter de aleatorio, debido a que el conocimiento que tenemos sobre el
verdadero valor de @ es incierto, entonces la funcién de densidad que genera observaciones con

informacién relevante para 6 realmente es una funcién de densidad condicional: f(x|0).

e ;Cémo se obtiene la funcién de verosimilitud?

La funcién de verosimilitud es la funcién de densidad (condicional) conjunta de la muestra
aleatoria vista como funcién del parametro, i.e.,

n

f(@]0) = f(@1,..x|0) = [ ] £(zil0)

i=1

Distribucién predictiva : La distribucién predictiva es la funcién de densidad (marginal)

f(z) que permite determinar qué valores de la v.a. X resultan més probables.

e Lo que se conoce acerca de X esta condicionado al valor del pardmetro 6, i.e. f(x|f) (su
funcién de densidad condicional). Como 6 es un valor desconocido, f(x|f) no puede utilizarse
para describir el comportamiento de la v.a. X.

e Sin embargo, aunque el verdadero valor de 6 es desconocido, siempre se dispone (de alguna
manera) de cierta informacién sobre  (mediante su distribucién inicial f(#). Esta informacion

puede combinarse para poder dar informacién sobre los valores de X.

{Cémo se obtiene la distribucién predictiva?

e La distribucién predictiva se obtiene de la siguiente manera:

fa) = [ flo)O) 6 f) =Y 1(al6)f(6)

0

e AHORA SUPONGAMOS que se cuenta con informacién adicional (informacién muestral) x1, ..., =,
de la densidad f(z|f), por lo que es posible tener un conocimiento actualizado sobre # mediante
su distribucién final f(6|x).
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e El objetivo es obtener informacién sobre los posibles valores que puede tomar una nueva vari-
able X, de la misma poblacién f(x|6). Si f(x]@) es independiente de la muestra @ = {x1, ...z, },

entonces, la distribucién predictiva final esta dada por:

flz) = / Fa SO0 6 Stria) = 3 00

Ejercicio 11.1 En cierta localidad el numero de accidentes anuales de automovil se puede modelar
como una v.a. Y ~ Poisson()\), donde A depende del conductor. Si se selecciona a un conductor
aleatoriamente de esta localidad, se puede tener una variedad de valores de \. Asi, se puede rep-

resentar la informacion inicial sobre este pardmetro a través de una distribucion de probabilidad

fa(A])), digamos Gamma(A| oy, Bo).
a) Obtenga la distribucion final del pardmetro A, fa(\|y).

b) Suponga que la inicial para el pardmetro A es una Gamma(10,2). Si se observa un registro,
es decir un dato y = 12, scomo se actualiza la informacion inicial sobre A?. Fs decir, quién
es la distribucion final de A, dado y = 2.

Respuesta: a
) Ty a@WIA) fa(Al)
far(Ny) = =Far—
Ty ia@WIA) fa(Al)
Jo7 fay (Ay)da

Poisson(y|\) Gamma(A|ao,B0)
I Poisson(y|\)Gamma(Alao,B0)dA

o Poisson(y|\)Gamma(\| o, o)
x  Nexp{—A} *"texp{—Lo A}
= Aot =lerp{ (5 + 1)}

= kernel(Gamma(ag + vy, Bo + 1)).

Por lo tanto, la distribucion final del parametro A es una distribucion Gamma con parametros
ap=ap+yypPr=>,+1

Respuesta: b)
Se debe notar que si se emplea una inicial Gamma(10,2), para reflejar el conocimiento inicial
sobre X\, en particular se estd diciendo que se cree que el valor esperado (inicial) de \ es

B(A) =3 =

St se observa un dato y este es igual a y = 12 accidentes anuales. Entonces, el conocimiento sobre

A se puede actualizar y la correspondiente distribucion final resulta una Gamma(ar = 22, fr = 3).
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Ast, en particular, la distribucion final nos dice, que a la luz de los datos obtenidos, el valor esperado
(final) para A se actualiza y resulta ser

E(Aly = 12) = % = 7.33

Ejercicio 11.2 Cantidad de tirosina (continuacion ...) La cantidad de tirosina en la orina
tiene una distribucion inicial

0 ~ N(39,219.47)

Para adquirir informacion sobre las cuales se encuentra un determinado paciente, se mide la can-
tidad de tirosina contenida en su orina. Debido a errores de medicion, el valor obtenido no serd
en general el verdadero valor de 0, sino una variable aleatoria la cual se puede modelar con una

distribucion Normal centrada en 6 y con desviacion estindar de o = 2 (que depende del aparato de
medicion). Es decir,

X0~ N(@©O,4) y 60~ N(39,219.47)
Se puede demostrar (tarea ...) que la distribucion predictiva inicial toma la forma
X ~ N(39,223.47)

s Qué se puede derivar de esta distribucion predictiva?

P(X >60) = P(Z> %%
= P(Z > 1.4047) = (0.0808.

lo cual indica que es muy poco probable que una medicion sea mayor a 60.

Con el objeto de mejorar la informacion inicial, se realizan 3 mediciones que resultan ser xy =
40.62, ro = 41.8 y x5 = 40.44.

e Se puede mostrar ( tarea ) que si X|0 ~ N(6,0%) y 6 ~ N(6y,02) entonces, la distribucion
final de 0 es una N(6y,0?), con

nT [%
o T o2 1

2 __
£+L y o=
o2 o9

0, =
Exn

q
o™

En nuestro ejemplo:

T =40.9533, 0y =39, 02 =4, 02 =21947 yn =3
Por lo que,
6, = 40.9415, 0% = 1.3252

Ast, la distribucion final de 6 resulta ser

0l ~ N(40.9415,1.3252)
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Observacién : En el ejemplo anterior, la distribucién inicial para € era una Normal, la del
modelo probabilistico X |# también era una Normal y la distribucién final fue otra Normal. Esto no

siempre ocurre, pero nos da pauta para la siguiente definicién.

11.2 Familias Conjugadas

Se dice que una familia de distribuciones de 8 es conjugada respecto a un modelo probabilistico
f(z]0) si para cualquier distribucién inicial perteneciente a tal familia, la distribucién final corre-

spondiente pertenece a la misma familia .

e Las familias conjugadas surgieron por la necesidad de tener familias de distribuciones iniciales
que facilitaran el calculo de la distribucion final.

e Actualmente, con el desarrollo de los métodos computacionales, ya no es una necesidad trabajar
con las familias conjugadas. Se puede usar cualquier familia que refleje de manera adecuada
nuestro conocimiento inicial y mediante adecuados métodos computacionales es posible obtener

una muy buena aproximacién de la distribucion final.

Verosimiltud Inicial Final

Normal-Normal
X|p ~ N(u,o?) w~ Normal | p|lx ~ Normal
Normal-Gamma
X|r~ N(p, 1) T ~ Gamma | T|x ~ Gamma
Gamma-Gamma
X|8 ~ G(a, B) B ~ Gamma | Bl ~ Gamma
Exponencial-Gamma
X|B ~ Exp(pB) B ~ Gamma | flx ~ Gamma
Beta-Binomial
X|0 ~ Bin(n,0) |6~ Beta 0|z ~ Beta
Poisson-Gamma

X|A ~ Poisson(\) | A ~ Gamma | N|x ~ Gamma

11.3 Problemas de Inferencia

e Los problemas de inferencia estadistica se pueden agrupar, a grandes rasgos, en areas como:
La estimacion puntual de parametros, la estimacién por intervalos o regiones y el problema de
contrastar hipotesis.
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e Estimaciéon Puntual . El problema de estimacion puntual visto como un problema de

decision se plantea de la siguiente manera:

-D=FE=0.

— ’U(é, 0) la pérdida de estimar el verdadero valor del pardmetro de interés 6 por medio de 6

Algunas funciones de pérdida que se pueden considerar son: f. de pérdida cuadrdtica, f.
de pérdida absoluta, f. de pérdida vecindad.

1. Funcién de pérdida cuadratica:

v(f) = A(f — 0)?, donde A > 0
En este caso, la decision 6ptima que minimiza la pérdida esperada es:
6= E(9)

La mejor estimacién de 6 con pérdida cuadratica es la media de la distribucion
de 0 al momento de producirse la estimacion.

2. Funcién de pérdida absoluta:
v(f) = Alf — 0], donde A > 0
En este caso, la decision éptima que minimiza la pérdida esperada es:
6 = Mediana(6)

La mejor estimacion de 6 con pérdida absoluta es la mediana de la distribucién

de ¢ al momento de producirse la estimacion.

3. Funcién de pérdida vecindad:

U(9> = 1 - [B(e, é’)&,
donde B(e, 0) es la bola abierta centrada en 6 de radio e.

En este caso, la decision 6ptima que minimiza la pérdida esperada cuando € — 0 es:
0 = Moda(0)

La mejor estimacion de 0 con pérdida vecindad es la moda de la distribucion de
0 al momento de producirse la estimacion.
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Ejercicio 11.3 Sean X, ...X,, una muestra de v.a. de una poblacién tal que x;|0 ~ Bernoulli(f).
St la informacion inicial que se tiene se puede describir mediante una distribucion Beta, i.e., 0 ~
(v, B).  Es posible mostrar que la distribucion final de 6 es también una distribucion Beta con
pardmetros

at+diw oy BAn—30
Ahora, si el objetivo es estimar puntualmente el parametro 0, entonces:

- Si se utiliza una funcion de pérdida cuadratica, se debe elegir como estimador a

§— B(ola) = 212"

a+pB+n’

- Si se utiliza una funcion de pérdida vecindad, se debe elegir como estimador a

a+> x;—1

é:MOda(9|m>:—a+ﬂ+n—2’

11.4 Problema de Inferencia: Inferencia por Regiones

El problema de estimacién por intervalos, visto como un problema de decision se plantea de la
siguiente manera:

e D={I:1¢€ 0}, donde I es algun intervalo de probabilidad (1 — «), es decir I cumple con

zﬂmw:1—m

o FF=0.

e v(1,0) = ||I|| — I;(0) la pérdida de estimar el verdadero valor del parametro de interés 6 por
medio de .

e Esta funcién refleja la idea intuitiva que para un « dado es preferible reportar un intervalo de
probabilidad I* cuya longitud sea minima. Por lo tanto,

La mejor estimacién por intervalo de # es el intervalo I* cuya longitud sea minima

Observacién: FEl intervalo I* de longitud minima satisface la propiedad de ser un intervalo

de maxima densidad , es decir, cumple con

si (91 el y 62 §é I* = f(@l) > f((gg)

e ;Como se obtiene el intervalo de minima longitud o de maxima densidad a-posterior?

— Localizar la moda de la densidad final de 6.
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— A partir de la moda trazar lineas rectas horizontales en forma descendiente hasta que se

obtenga un intervalo donde se acumule (1 — «) de probabilidad.

—Zyj2 0 +Z4/2

11.5 Problema de Inferencia: Contraste de Hipdtesis
El problema de contraste de hipotesis es un problema relativamente sencillo y consiste en elegir

entre k modelos probabilisticos definidos por k hipotesis Hy, Hi, etc. Aqui sélo revisaremos el caso

k=2.
Asi, el problema de contraste de dos hipdtesis visto como un problema de decisién se plantea de

la siguiente manera:
e D=F= {Ho,Hl}.

e v(d, ) la funcién de pérdida que toma la forma

v(d,0) | Hy H,
H Voo Vo1
H, V10 V11

donde vgo y v11 son las pérdidas de tomar una decisién correcta (generalmente vgg = v1; = 0),
v1p es la pérdida de rechazar H, (aceptar H;) cuando Hy es cierta y vp; es la pérdida de no

rechazar Hy (aceptar Hy) cuando Hj es falsa.
Las probabilidades iniciales son:
po = P(Hy) = la probabilidad asociada a la hipétesis Hy.
p1 =1 —pg = P(H;) = la probabilidad asociada a la hipdtesis H;.

Si vgo = v11 = 0, la pérdida esperada de aceptar cada una de las hipétesis es

E(w(Hy)) = vo1(1—po)
E(w(Hy)) = wviepo

Finalmente, la solucion 6ptima es aquella que minimiza la pérdida esperada:

Do Uo1
vo1(1 — po) < vigpo & > — = H,
1 —po V10
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Hy si pg es suficientemente grande comparada con 1 — py.

Do Uo1
vo1(1 — po) > viepy & < — =H;
I —po V10

H; sipg es suficientemente grande comparada con 1 — py.

(Y
o M o H, 6 H,
l—po w10

Hy, 6 H; sipy no es suficientemente grande ni suficientemente pequena comparada con 1 — py.
Si se cuenta con informacién adicional, se reemplaza py = P(Hy) por su probabilidad final

P(Hy|x). En este caso la decisién 6ptima seria

P(Holz) _vor . Plx|Ho)P(Ho)/P(x) _ vor P(x|Ho) _ pivor

—_— > = > — = H
P(Hilz) ~ v P(x|Hy)P(Hy)/P(x) = vio P(x[H1) ~ povio ’
Hy si P(Hy|x) es suficientemente grande comparada con 1 — P(Hy|x).
P(H, P(x|Hy)P(Hy)/ P P(x|H,
(Holx) _vor ., Pla|Ho)P(Ho)/Px) vo P@|Ho) _prvor o

P(H1|£L') V10 P($|H1)P(H1)/P(m) U_mP($|H1) < PoV10

H, si P(Hi|x) es suficientemente grande comparada con 1 — P(H;|x).

Ejercicio 11.4 Sea X|u ~ N(u, 1) y se desean contrastar las siguientes hipdtesis

Hy:p=0 ovs Hy:p=1
Sipo=2/3, vo1 =5 y v1p = 20, entonces

Do 2/3 vor D
_2 gy M2 o5
1—po  1/3 Y

V10 N 20
Por lo tanto, la decision dptima es Hy (no se rechaza Hy).

e Sea x = (x1,...,x,) informacion muestral, entonces

n

P(m|u) = f(aolp) = ] fwilu)

i=1
por lo tanto
P(X|wo) o Pexp{—3 Y (xi—2)*}exp{— ;"5 3. (z-0)%}
P(@lp)  — (2m)"/2exp{—5 X (z;—7)2} exp{— 517 > (z-1)}
= exp{—"55"}

De tal manera que se acepta Hy (se rechaza Hy) si

n(2z — 1) P1Uo1 1 20794
< ~ > — .
202 } PoV10 Ty + n

exp{—
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12 ;Fin?
e Modelacién Bayesiana:

— Modelos de regresion lineales y no lineales.
— Modelos de Efectos Mixtos.

— Modelos para datos longitudinales.

— Modelos de Series de Tiempo.

— Modelos multinivel.

— Modelos de Diseno de Experimentos.

— Técnicas de Simulacién Estocéstica.

Fin ... ?
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14 Ejercicios

14.1 Inferencias para una proporcién poblacional: El modelo Beta-Binomial

1. Para determinar la efectividad de un periddico para alcanzar a su audiencia potencial, una
compania de investigacién de mercados selecciona una muestra aleatoria de la audiencia po-
tencial y los entrevista. De las 150 personas en la muestra, 29 han visto el ultimo nimero.
(a) ;Cudl es la distribucién de y, el nimero de personas que ha visto el ultimo nimero?

(b) Si se utiliza una distribucién uniforme como inicial para p, la proporcién audiencia poten-

cial que ha visto el dltimo ntmero, jcudl es la distribucién final de p?

2. En cierta ciudad se esta considerando construir un nuevo museo. Los periddicos locales desean
determinar el nivel de apoyo de este proyecto, y realizaran una encuesta entre los residentes de
la ciudad. De la muestra de 120 personas encuestadas, 74 apoyaron la construccion del museo.
(a) ;Cudl es la distribucién de y, el nimero de personas que apoya la construccién del museo?
(b) Si se utiliza una distribucién uniforme como inicial para p, la proporcién de la poblacién

que apoya la construccion del museo, jcudl es la distribucion final de p?

3. Sophie, la editora del periddico de estudiantes, va a realizar una encuesta de estudiantes para
determinar el nivel de apoyo para el actual presidente de la asociacién de estudiantes. Ella
necesita determinar su distribucién inicial para p, la proporcién de estudiantes quienes apoyan
al presidente. Ella decide que su media inicial es .0.5, y que su desviacion estandar es 0.15
(a) Determine la densidad beta(c, 3) que es acorde con el conocimiento inicial de Sophie.

(b) ;Cuél es el tamano de muestra equivalente de la inicial de Sophie?

4. Sea p la proporcion de estudiantes de una universidad que aprueban las politicas gubernamen-
tales sobre becas estudiantiles. El peridédico estudiantil toma una m.a. de n = 30 estudiantes
de la universidad y registra si los estudiantes aprueban las politicas gubernamentales sobre
asignacion de becas.

(a) ;Cudl es la distribucién de y, el niimero de respuestas “si”?
(b) Suponga que de los 30 estudiantes, 8 contestaron que si. ;Cuédl es el estimador frecuentista
de p?.
(c) Encuentre la distribucién final de p, f(p|y), si se usa una inicial uniforme.
(d) Cuél serfa el estimador Bayesiano de p?.
5. El método estandar para la deteccién de una enfermedad falla para detectar la presencia de la

enfermedad en 15% de los pacientes que en realidad tienen la enfermedad. Un nuevo método
de deteccion para la presencia de la enfermedad se desarrollo. Una muestra aleatoria de n = 75
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pacientes que se sabe que tienen la enfermedad es analizada utilizando el nuevo método. Sea

p la probabilidad de que el nuevo método falle para detectar la enfermedad.

(a) ;Cudl es la distribucién de y, el niimero de veces que el nuevo método falla para detectar

la enfermedad?

(b) De los 75 pacientes, el nuevo método falla en detectar la enfermedad en y = 6 casos. ;Cuél

es el estimador frecuentista de un p?
(c) Utilizando una inicial Beta(1,6), encuentra la distribucién final de p, f(ply).
(d) Encuentre la media y la varianza posterior.

(e) Sip > 0.15, entonces el nuevo método de diagndstico no es mejor que el método estandar.

Contrasta, de manera Bayesiana
Hy:p>0.15 vs. H;:p<0.15

con un nivel de significancia del 5%.

. En el estudio de la calidad del agua en los arroyos de Nueva Zelanda documentados en McBride
et al. (2002) un alto nivel de Campylobacter se define como un nivel mayor que 100 por cada 100
ml de agua corriente. n = 116 muestras fueron tomadas de arroyos que tiene un alto impacto
ambiental para las aves. De estas y = 11 resultaron tener alto nivel de Campylobacter. Sea p
la verdadera probabilidad de que una muestra de agua de este tipo de arroyos tenga un alto

nivel de Campylobacter.

(a) Obtenga el estimador frecuentista de p.
(b) Utilice un Beta(1,10) como inicial y obtenga la distribucién posterior de p.
(c) Encuentre la media y la varianza posterior. ;Cudl es el estimador Bayesiano para p?
(d) Encuentre un intervalo de credibilidad del 95% para p.
(e) Contraste las hipdtesis
Hy:p=0.10 wvws. Hy:p#0.10
con un nivel de significancia del 5%.
. En el mismo estudio de la calidad del agua n = 145 muestras fueron tomadas de arroyos que
tiene un alto impacto ambiental para la produccion lactea. De estas y = 9 resultaron tener
alto nivel de Campylobacter. Sea p la verdadera probabilidad de que una muestra de agua de

este tipo de arroyos tenga un alto nivel de Campylobacter.

a) Obtenga el estimador frecuentista de p.

Encuentre la media y la varianza posterior. ;Cudl es el estimador Bayesiano para p?

(c

(a)
(b) Utilice un Beta(1,10) como inicial y obtenga la distribucién posterior de p.
)
(d) Encuentre un intervalo de credibilidad del 95% para p.
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10.

(e) Contraste las hipétesis
Hy:p=0.09 vs. Hy:p+#0.09

con un nivel de significancia del 5%.

14.2 Inferencias para una media poblacional: El modelo Normal-Normal

El proceso estandar para producir un polimero tiene una media de 35%. Un ingeniero quimico
ha desarrollado un proceso modificado. El “corre” el proceso en 10 lotes y mide la produccion

(en porcentaje) para cada lote. Los datos son

38.7 404 372 36.6 359
34.7 376 351 375 356

Si se considera que la produccion se puede describir con una distribucién Normal(u, 3?).

(a) Use una inicial Normal(30,10%) para u. Obtenga la correspondiente distribucién final.

(b) El ingeniero quiere conocer si el proceso modificado incrementa la produccién media.
Plantee el problema como un contraste de hipdtesis estableciendo claramente la hipdtesis

nula y la hipotesis alternativa.

(c) Realice el contraste anterior con un 5% de significancia.

Un ingeniero toma una muestra de 5 vigas de acero de un lote, y mide la cantidad que se
pandean bajo una carga estandar. Las cantidades en mm son:

5.19 4.72 481 487 4.88

Si sabe que el pandeo es Normal(u,0.25%).

(a) Utilice una Normal(5,0.52) como inicial para pu. Encuentra la distribucién posterior.

(b) Para que un lote de vigas sea aceptable, la media del pandeo bajo la carga estandar debe
ser inferior a 5.20. (u < 5.20). Establezca el problema como un contraste de hipdtesis

especificando claramente la hipotesis nula y la hipétesis alternativa.
(c) Realice el contraste anterior con un 5% de significancia.
Un estadistico compra un paquete de 10 pelotas nuevas de golf, deja caer cada pelota a una

altura de un metro, y registra las medidas de la altura del primer rebote en centimetros. Los

diez valores son:

79.9 80.0 789 785 756 805 825 80.1 81.6 76.7

Se asume que y, la altura de rebote (en cm) es Normal(u,o?), donde la desviacién esténdar

o=2.
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11.

12.

(a) Suponga una inicial Normal(75,10%) y encuentre la distribucién posterior de .
(b) Calcular un intervalo de credibilidad Bayesiano del 95% para p.

(¢) Realice el contraste de hipétesis bayesiano

Hy:p >80 vs. Hy:p <80

con un nivel de significancia del 5%.

El estadistico, del problema anterior, compra un paquete de 10 pelotas usadas que han sido
recubiertas con un material liquido. El deja caer nuevamente cada pelota a una altura de un
metro, y registra las medidas de la altura del primer rebote en centimetros. Los diez valores

SO

73.1 712 698 76.7 753 68.0 69.2 734 740 78.2

Se asume que y, la altura de rebote (en cm) es Normal(u,o?), donde la desviacién esténdar
o= 2.

(a) Suponga una inicial Normal(75,10%) y encuentre la distribucién posterior de .

(b) Calcular un intervalo de credibilidad Bayesiano del 95% para pu.

(c) Realice el contraste de hipétesis bayesiano

Hy:p >80 vs. Hy:p <80

con un nivel de significancia del 5%.

14.3 Problemas varios

Sea # la probabilidad de recibir una respuesta incorrecta a una pregunta especifica hecha por
los agentes de la policia judicial al reportar un incidente telefénicamente. Suponga que la
distribucién inicial para 6 es una distribucién Beta con parametros a« = 3y g = 10. Si
una muestra de 20 llamadas da como resultado (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0),

es decir, 5 respuestas fueron incorrectas.

(a) ;Cudl es la distribucién posterior de 6 ?
(

b) Encuentra la media, la varianza y la moda de esta distribucion posterior.

(
(d) Encuentra la probabilidad posterior de que 6 < 0.3.

)
)
c¢) Grafica la distribucién posterior.
)
(e) Encuentre un intervalo posterior de méxima densidad al 99%.
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13.

14.

15.

Suponga que las ventas de un determinado producto en un determinado estante se comportan
como un modelo Poisson con intensidad 10 por semana. El producto es movido a un estante
menos concurrido y estamos interesados en la nueva tasa de venta A. Suponga que la mejor
creencia que se tiene sobre el valor esperado de A es 9.5 por semana con una desviacion estandar
para A de 1.0 por semana.

(a) Encuentre una distribucién inicial Gamma para A con las especificaciones que se tienen.

(b) Para esta distribucién inicial encuentra P(A < 10). En una muestra de 8 semanas de
ventas para este producto dio como resultado (13,8,9,6,8,7,7,7).

(c) Encuentra la distribucién posterior para A.
(d) Encuentra la media y la varianza de esta distribucién posterior.

(e) Encuentra un intervalo posterior de maxima densidad al 95% para A.

Un modelo Normal tiene varianza o? = 25. Suponga que la distribucién inicial para pu es
Normal(100,4).

(a) Encuentre la probabilidad inicial de que pu < 102.

(b) Encuentra un intervalo inicial de méxima densidad al 95% para p.
Una muestra de 50 observaciones del modelo Normal dio como resultado (105, 102, 102,
101, 121, 108, 108, 105, 102, 111, 104, 112, 112, 101, 98, 105, 100, 102, 101, 96, 110, 110,
108, 100, 105, 96, 95, 108, 97, 103, 104, 103, 98, 100, 102, 103, 109, 101, 106, 105, 108,
108, 104, 106, 109, 107, 100, 101, 106, 103)

(c) Encuentra la probabilidad posterior de que pu < 102.

(d) Encuentra un intervalo posterior de méxima densidad al 95% para p.

En un estudio dietético se determina el contenido proteinico en gramos de proteinas por 100gr.
de materia comestible. El contenido proteinico de 50 porciones de frijoles arrojé un contenido
promedio de 22 con una desviacién estandar muestral de 5. Si se consideran observaciones
Normales con media j y varianza 62 = 26, contrastar la hipétesis de que el valor medio supera
los 23 grs. Considere que la funcién de utilidad es de la forma u(H;, H;) = 1si i = j y cero
en caso contrario. Suponga ademés que la informacién inicial para p se puede representar

adecuadamente mediante una distribucién N (24, 100).

antigripal. Sea 6 la probabilidad de que el nuevo antigripal sea eficaz. Las hipdtesis a contrastar

Son:

Hy:0>0.95 contra H; :0 <0.95.

Si se acepta Hy siendo cierta, se obtiene un beneficio de 10 millones debido a la comercializacion
de un producto util. Por otro lado, si se acepta siendo falsa, se incurre en una pérdida de 7

millones debido a que el producto ya comercializado debe ser retirado del mercado. Si se rechaza
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Hy el producto no es comercializado y se pierden 0.5 millones invertidos en investigacion.
Si la informacién inicial sobre € se puede describir mediante una distribuciéon Beta(15,3) y
una prueba del nuevo antigripal en 50 pacientes arroja una reaccién positiva en 47 de ellos,
determine la decision 6ptima suponiendo que la pérdida es proporcional al dinero.
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